
XIX �îññèéñêèé Ôåñòèâàëü þíûõ ìàòåìàòèêîâÀäëåð. 11 îêòÿáðÿ 2008.Ïåðâûé òóð. Ëèãà ñòðàòåãèé1. �àññìîòðèì n = k(k + 1)/2 êëåòîê äîñêè k × k, ëåæàùèõ íèæå èëè íà äèàãîíà-ëè, âåäóùåé èç ëåâîãî íèæíåãî óãëà â ïðàâûé âåðõíèé. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâðàññòàâèòü â íèõ ÷èñëà îò 1 äî n (êàæäîå ïî ðàçó) òàê, ÷òî M1 < M2 < · · · < Mk, ãäå÷åðåç Mi îáîçíà÷åíî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî â i-ì ñòîëáöå (ñîäåðæàùåì i êëåòîê)?2. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD âûïîëíåíî AB = BC è AD = DC. Íàñòîðîíàõ AB è AD âûáðàëè òî÷êè E è F ñîîòâåòñòâåííî òàêèì îáðàçîì, ÷òî òî÷êè B,

E, F è D ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Íà îòðåçêàõ DE è BF ïîñòðîåíû êàê íà îñíî-âàíèÿõ ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè DPE è BQF òàêèì îáðàçîì, ÷òî òðåóãîëüíèê

DPE ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó ADC è îäèíàêîâî ñ íèì îðèåíòèðîâàí, à òðåóãîëüíèê

BQF ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó ABC è îäèíàêîâî ñ íèì îðèåíòèðîâàí. Äîêàæèòå, ÷òîòî÷êè P , Q è A ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.3. Ñóììà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c è d ðàâíà 4. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî
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1 + a2b
> 24. Áèññåêòðèñà óãëà A òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò åãî îïèñàííóþ îêðóæíîñòü âòî÷êå D. Îêàçàëîñü, ÷òî AB2 + AC2 = 2AD2. ×åìó ðàâåí óãîë ìåæäó ïðÿìûìè ADè BC?5. Äàíî íå÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî c. Äîêàæèòå, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûìòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî a 6 (c − 3)/3, ÷òî

(2a − 1)2 + 8c � òî÷íûé êâàäðàò.6. Â òåòðàýäðå ABCD îïðåäåëèì òî÷êó Ha êàê ïðîåêöèþ âåðøèíû A íà ïëîñêîñòü
BCD, òî÷êó Hac êàê ïðîåêöèþ Ha íà ïðÿìóþ AC, àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì äðóãèå òàêèåòî÷êè. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïëîñêèå óãëû ïðè âåðøèíå A ðàâíû, òî òî÷êè Hab, Hac,
Had, Hba, Hca è Hda ëåæàò íà îäíîé ñ�åðå.7. Íàéäèòå âñå �óíêöèè f : R → R, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

f(f(x)− y) = f(x) + f(f(y)− f(−x)) + xäëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë x è y.8. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî n7 + 7 íå ìîæåò áûòü òî÷íûì êâàäðàòîì íè ïðè êàêîìíàòóðàëüíîì n.9. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n íå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé n ïåðèîäè÷åñêèõ �óíê-öèé.10. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì ïîëíîì îðèåíòèðîâàííîì ãðà�å íå÷åòíîå ÷èñëî ãàìèëü-òîíîâûõ ïóòåé.
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